Le probléme évoqué page 148 conduit au tableau suivant :

A proposd’un test d'indépendance

A B Total
S 4956 1835 6791
NS 1862 668 2530
Total 6818 2503 9321

Les fréguences observées sont par conségquent données par :

A B Total
S 0,5317 0,1969 0,7286
NS 0,1998 0,0717 0,2714
Total 0,7315 0,2685 1

1- Imaginons que A et S soient indépendants et les probabilitésp et g de A et de S
soient connus (cela peut arriver si on connait bien les répartitions des abonnements A et B
pour chacun des 10000 acheteurs ainsi que la répartition N, NS tout en ignorant les valeurs
des quatre cases du tableau) alors:

52 = ':KfAS - pq)2 + (fgs — (- p)q)2 + (fans = PA- q))2 + (fans —@- p)(l_q))2
H g (1- p)g p(l-0) (1- p)1-0)

ou fas, fas, fans €t fans sont les fréquences de résultats dans AnS, BnS, ANNS et BNNS, est
petite et diminue avec la taille de I'échantillon; de fagon plus précise n & suit
asymptotiquement une loi du x? &3 degrés de liberté. On serait ramené & un test d’ adéquation
auneloi sur un ensemble a 4 é éments représentée par le tableau suivant :
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A B Total
S pq 1-pgq q
NS p(1-q) (1-p(1-9 |1-9q
Total p 1-p 1

2- Considérons maintenant n simulations d' une loi P quelconque définie par le
tableau suivant, dont aucune case n’alavaleur O :

A B Total
S Pas Pes Ps
NS Pans Pens Pns
Total PA Ps 1
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et considérons la « distance » :

d? = (fas — fa fs)2 + (fes — g fs)z + (fans ~ fa st)z + (fens — fs st)z .
fafs fs fs fa fus fs fus
ou fAS, fgs, fANSa fBNSa fA, fs, fB, fNS sont Iesfréquences de résultats dans AnS, BnS, AnNS,

BNNS, A, S, B et NS, cette expression ayant I’avantage de ne faire intervenir aucun
parametre théorique de P.

On peut simplifier I’ expression de d® en remarquant que :
(fas—fafs)® = (fas (fas + fans + fas + fans) — (fas + fans) (fas + fzg))?

= (fas fans — fans fag)?, résultat que I’on obtient aussi avec (fas — fa fs)?,
(fas — s fs)?, (Fans —fa fns)” €t (fans — fa fng)™.

Dans ces conditions :

1 1 1 1
d? = (fasfans = Fans| 2H +
(fasfens = fans fos) HfA fo fofe f,fe fo stE

( f/-\s fBNS B fANS st)Z

fA foB fNS

Que penser de d? ?
d? est une variable aléatoire discréte qui peut prendre la valeur + c. On peut conjecturer que,
( PasPens = Pans sz)Z

pA pS pB pNS
seulement si A et Ssont des événements indépendants (simulation correspondante al’ adresse :
http://perso.wanadoo.fr/j pa/probaltest-independance/abni.htm).

lorsque n augmente, d® tend vers | = , Cette limite | éant nulle si et

3- De plus, il appardit (grdce a des simulations rédisées a I'aide de
http://perso.wanadoo.fr/jpa/probaltest-independance/ par exemple), et cela se démontre, que,
sous | hypothése d’ indépendance, pour n grand, la répartition de n d” ne dépend ni de n ni de
petq;laloi limitesappelleloi du x? a1 degré de liberté. Pour tout autre modéle ne vérifiant
pas « A et S sont indépendants », n d? tend versI’infini. Lamesure de n d® est donc propre a
distinguer le model e avec indépendance de A et S des autres.

Dans le probléme qui nous occupe, une simulation de 9321 expériences conduit a un dernier
décile pour d? de |’ ordre de 0,00030.

. (4956 x 668 —1862 x1835)°

Le d? observé est ici
6818 x 2503 6791x 2530
I” hypothése d’ indépendance avec un risque d erreur de 10%.

= (0,000038438 et donc on ne peut rejeter

N.B. : on peut aussi remarquer que 9321 d” est de |’ ordre de 2,71 (valeur donnée par les tables
du khi2 et comparer alors 9321 d?ys & ce seiil.

4- L’hypothese d’indépendance étant maintenant acceptée, toute loi P (loi de
probabilité sur un ensemble a 4 déments) modélisant la situation en jeu est complétement
déterminée par P(A) et P(B); a partir des données dont on dispose, on pourra prendre
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P(A) =0,7315 et P(S) =0,7286 et choisir pour modéliser cette situation la loi définie dans le

tableau ci-dessous.
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A B Tota
S 0,5329 0,1957 0,7286
NS 0,1986 0,0728 0,2714
Total 0,7315 0,2685 1
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