Le probléme de I'aiguille de Buffon (1777) nombres aléatoires uniformément distribués alternativement %@% et

. . . ) : Omnngd_ . . : L
1. Un plan est strié de droites paralléles espacées d'une distaDeoelance au| dans E_E’EE puis de compter le nombre d'intersections. Une estimatian de

hasard une aiguille de longudufl < a). Avec quelle probabilité l'aiguille

coupe-t-elle une des droites ? sera ensuite obtenue en faisant le rapport du nombre de lancers et du nom
d’intersections.
a Lancer une aiguille au hasard c’est choisir fau

hasard une abscisse X dans [lintervalle

é} 2. Généralisation :
./@ |:|_
5

puis un angle® dans [lintervalle a

Si a<l<?2a alors laiguille rencontrera

2H
g une droite parallele Iorsquexslacose

|
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mais il y aura une seconde rencontre lors-

. . [
X et 6 sont deux variables indépendantes, /X que X za—Ecose.
ainsi comme l'aiguille coupe une droite s 2

On désigne par S la variable aléatoire qui

I . . .
< !
X< 2cose, la probabilité d'une intersection donne le nombre de rencontre avec les

est - droites son espérance vaut :
2 | | | |
J’ cosudu E(S)= PB( < —coetX < a——COSGH+ ZPBX <—coPetX = a——coseEL
I I I o 2 2 o 0O 2 2 C
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PX<—-cosf)=—2—— =— s .
2 - Hl Cette egalite se traduit encore en ter-
-/ I ‘ai :
2 2 2 5 | . mes d’aires par :

0 point ws d'inter ug .p(t)int
. W, . . d'inter 'inter. ) _
C’est le rapport entre l'aire située sous la courbe de la fonction cosinus et|l'aire 1p0mﬁ3d.imersemon (S)= aire(ACGDH aire(CGD)
du rectangle de cét% et ek 5 nr aire(ABEF) aire(ABEF)

Si on prend une aiguille de Ionguelur% alors la probabilité précédente vaJt\C/:ig::r_ne Farc CGD est symetrique de Farc CHD par rapport a la droite (BE), |

L La simulation consistera donc a générer a partir de la fonoiidndes | g(g)= aire(ACHDF) _

— comme dans le paragraphe
n aire(ABEF) m paragrap




De méme skRa<| <3a, il peut y avoir trois rencontres avec les droites pa
leles, la troisieme
rencontre se pro-

1112 duisant Si
| |
X< —a+Ecose.
B v . N L’'espérance de S
| ' est alors donnée
2 points d'intersection par :
1 point d'inters. E 1 point d'inters.
D3 ptdlinters—~ F 1
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E(S)= aire(ACD)+ alre(FGI)+ 2a|re(CDEFG +2 aire(DEF)

aire(ABHI) aire(ABHI)  ~ aire(ABHI)’
Si « on déplie la figure » on obtient encore(S)= M = 2 .
aire(ABHI) m@a

3. Cas d'un quadrillage :
Le plan est maintenant quadrilléa; est la

distance entre deux droites paralléles verti
p les consécutives di la distance entre deu
droites paralleles horizontales consécutives

Y1
X

Dans ces conditions, lancer une aiguille
hasard revient a définir trois variables aléat
res indépendantes X, Y @t

N |

) L ) a
X suit une loi uniforme sur I’mtervallé);aa,

) . ) b ) )
Y une loi uniforme sur I’mtervall%);zg et 6 une loi uniforme sur

NS
NS

E. Le nombre de points d’intersection peut étre 0, 1 ou 2.

|:|_
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ral- Si S est la variable aléatoire donnant le nombre de points d’intersections

est la somme dexSet S ou & et S désignent le nombre de points
d’intersection de l'aiguille avec les paralleles aux axes de coordonnées.
D’aprés le paragrapte On a :
2 2
E(S)=E(S)+E(§)=—+—.
(S)=E(S)+ES) =75

b 4I
Dans le cas oa=b, E(S)=—
A

Pour estiment il suffit de prendre une aiguille de longudur a. dans ce cas
une valeur approchée desera obtenue en prenant quatre fois le rapport entre
le nombre total de lancers et le nombre d’intersections.

4. Autre approche (d’aprés Arthur Engel — CEDIC)

On lance a nouveau une aiguille de longudluk a) dans un plan strié¢ comme
dans le paragraplie avec des droites paralléles distantea.de

Si S désigne le nombre d’intersections de l'aiguille avec les droites paralléle

au
Di-

caalors :
K E (S) =f () ouf est une fonction croissante, telle qmga f = . D&ans ce cas

on a en effet E(S)=P(X < IEcose). Si l'aiguille a une longueur dépassant

alors on peut la « découper » etrongons de
méme longueur plus petite gue

B Dans ces conditions comme S est la somme
des points d’intersection de chaque morceau

avec les axes on aE(S)= f(I):nf(Iﬁ) ce

qui prouve qué est encore une fonction crois-
sante sur l'intervalle [0 ; ¢o].

Si on lance maintenant une ligne brisée ABC,

alors S =3+ S, S et S étant les nombres de points d’'intersections de [AB]
et de [BC] avec les droites paralléles.



Comme E(9 ne dépend pas de I’angqe\_\é, BTE), E (S) garde la méme valey

lorsque cet angle est nul.
Dans ces conditions : E (S) = E$ E(S) devient :
f o+l =f() +f(2) ()
oul; etl, sont les longueurs respectives des segments [AB] et [BC].

De f croissante et de I'égalité (**) on déduit guest linéaire et pour toute li;
gne brisée de longuelipn a donc :

E®)=t()=11(1). ()

n:
f(nl)=nf().
Puis on montre que pour tout rationH(%lon af %Ezﬁ f@.
agd 9

Puis enfin si on encadieréel positif quelconque, par une suite cro
sante de rationnel@u, e} une suite décroissante de ration(els tel)

les quelimu, =lim v, =1, alors de la croissance @en tire :
fu)sf)sf(v,).
puis :u, () < f(I) <v, f(1) et enfin par passage a la limite :
f@Q<fl)<IfQ).

=

En effet par récurrence il est aisé de montrer que pour tout entier naturel

S-

Par passage a la limite on généralise la formule (*) a tout « fil de fer » c’est a

dire tout arc géométrique de longuéur

En particulier pour un cercle de diametre
a a, ayant toujours deux points ]
N_ d'intersection avec les droites paralléles ]

D duplanona: \

E(S)= f (ma) = raf (1) = 2.

Donc pour tout « fil de fer » de longudurespérance du nombre d’intersectid
2l

n

S avec les droites paralléles val(S)= — .
Ta



